Dr. Alexander Preul3: Statistik in der sozialwissenschaftlichen Praxis (WS 2002/03)

Gewinnung von Standardkoordinaten

1. Aufgabe

Gegeben ist eine Kontingenztabelle, deren Inhalt durch die Matrix N = (n;;) miti =1,
..., lundj=1, ..., J und den eingetragenen Haufigkeiten n; dargestellt wird. Es ist

/A I, A
X1 nt . . . N n1.
(1.1) N=
Xi _n|1 . . nIJ_ ni.
nt . . . Nu

mit den Randhaufigkeiten n und njund n = > > n;. In N kommen weder Null-
T

zeilen noch Nullspalten vor. Den Zeilen sollen Skalenwerte oder Koordinaten x4, ...,
x;, den Spalten Skalenwerte oder Koordinaten y;, ..., y; zugeordnet werden. Dadurch

wird einem Fall, der zur Haufigkeit n; beitragt, das Paar (x;, yj) zugeordnet.

Durch die Koordinaten sollen die Inhalte der Datentafel so gut wie mdglich reprasen-

tiert werden.
Verhaltnismalig einfach lassen sich diese Koordinaten bestimmen, wenn man einem

Ansatz von Kristof folgt, in dem zunachst davon ausgegangen wird, dal® ein Satz von

Koordinaten bereits gegeben ist.
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2. Bestimmung von Koordinaten y; bei gegebenen Koordinaten x;

yi .. oW
X1 nit . .. N n1.
(21) N= .
Xi _n|1 . . nIJ_ ni.
nt . . . N

Aufgabe: Die x; seien gegeben, die y; seien gesucht.

Die gesuchten Koordinaten sind geschrieben als Zeilenvektor

(2.2) x =(X1, ..., X)) und Yy = (Y1, ..., Vi),

entsprechend gibt es die Variablen x und y.

Man definiert

(2.3) D;= und Dsg

Man geht davon aus, dal} die x; standardisiert vorgegeben sind, daher ist

(2.4) D> nxi=0 bzw. 1, Dxx=0 und

(2.5) D nix?=n bzw. x'D,x=n

Die y; sind standardisiert gesucht, also

(2.6) > ny=0 bzw. 1,Dsy=0 und
i
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(2.7) D niy2=n bzw. y'Dsy=n
i

Durch die Standardisierung ist die Korrelation zwischen den Variablen x und y gleich

der Kovarianz, also

X'Ny.

1 1
(2.8) corr (x,y) = - > Xy = -
i

Die eigentliche Aufgabe kann nun formuliert werden als Bestimmung standardisierter

y; bei gegebenen x;, so dal die Korrelation zwischen x und y maximal wird.
Zur Durchfihrung dieser Aufgabe sind einige Definitionen hilfreich. Es sei

1 .
(29) n= ﬁgs“zy, y = VnDs"n.

Damit wird unter Bericksichtigung von (2.7)

n=1.

S| =

.1,
(2-10)nn=;y Dsy-=

Folglich handelt es sich bei dem Vektor n um einen Einheitsvektor. Ferner gilt wegen
(2.6)

(2.11) 1,’Ds"n = 0.

Die unter (2.8) angegebene Korrelation 1aflt sich unter Verwendung von (2.9) schrei-

ben als

(2.12) corr (x,y) = %5'@3'1’2&
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Die Koordinaten x; sind bereits gegeben, ebenso die Matrizen N und Ds 2. Also ist
die Korrelation durch Wahl des Einheitsvektors n zu maximieren. Dieses Maximum
ist offensichtlich genau dann gegeben, wenn fiir n der zu x” N D¢ parallele Ein-

heitsvektor eingesetzt wird.
Folglich wird

Ds-1/2N'x

v/ X'NDs - N'x

(2.13)n =

Nach (2.9) IaRt sich nun das maximierende y schreiben als

_ _JnD:-N'x

VX'NDs - N'x -

(214)y

Nach (2.12) wird das Korrelationsmaximum

(2.15) A = 15'NQS‘1N_X bzw. AZ=
n

X'NDs “'N'x .

o I N

Daher laft sich nun y auch ausdricken durch

(2.16) y = s~ N'x.

> |
|

Zusammenfassung:

Sind Zahlen x; standardisiert vorgegeben, dann lassen sich nach (1.14) standardi-
sierte y; bestimmen, so dall corr (x, y) maximal wird. Dieses Maximum ist durch
(1.15) gegeben und erfordert keine explizite Berechnung der y;. Es 4Rt sich relativ

einfach nachweisen, dal} die so gewonnenen y; tatséchlich standardisiert sind.
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3. Erweiterung des vorgestellten Verfahrens

Eine Erweiterung des Verfahrens besteht darin, die x; so vorzugeben, dal} das er-
reichbare Korrelationsmaximum A wiederum maximal wird. Gesucht sind die x;, die

zugehorigen y; sowie das entsprechende A.

Das Korrelationsmaximum wird nach (2.15) bestimmt. Ferner wird definiert

(3.1) &= ——D."x, also x = vnD; " 1/2¢ .

Wegen (2.5) liefert dies

(32) &&= %X'sz =1,

Daher ist € ein Einheitsvektor. Mit (3.1) liefert (2.15)
(3.3) A2=¢D,"ND,'N'D, "¢,

Der rechts stehende Ausdruck ist nun durch Wahl von & zu maximieren. Durch Defi-

nition von
(3.4) A=D,""ND;" wird
(3.5) AM=&'AA'C.

Dieser Ausdruck soll durch die Wahl des Einheitsvektors ¢ maximiert werden. Folg-

lich steht man vor dem Eigenwertproblem
(3.6) (AA"-ANDE=0.

Die beiden Ausdrticke (3.5) und (3.6) sind gleichbedeutend. Es wird zunachst gesetzt
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(38.7) &=

1
D,1/2 1
o

& ist tatsachlich ein Einheitsvektor, da

-}
1
—

(3.8) @§w=%Jpaﬁ=

o S RN

Wird nun & in (3.3) eingesetzt, dann ergibt sich

(3.9) A2= L 1,'NDs'N"1, = Th=1
n

H_
Dies ist der maximale Wert, den ein (quadrierter) Korrelationskoeffizient erreichen
kann. Daher ist A2 = 1 der grote Eigenwert in (3.6), der zugehdrige Eigenvektor ist
&o. Allerdings ergibt sich diese Lésung immer — unabhangig vom Inhalt der Aus-

gangsdatenmatrix N. Aus diesem Grund ist dies nicht die geforderte L6sung. Nach

(3.1) und (3.6) wurde der &, entsprechende Vektor x

(3.10) x0 = Yn D, &, = 1..

Dieser Vektor erfillt jedoch die Bedingung (2.4) nicht; er hatte dort N = 0 zur Folge!
Ein Lésungsvektor &, flr den der Vektor x die Bedingung (2.4) erfullt, ist

(3.11) 1D, %€ = 0.

Wegen (3.7) und (2.4) folgt

(3.12) &€ =0,
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also mul jeder akzeptable Losungsvektor ¢ senkrecht auf ¢, stehen. Praktisch be-
deutet dies, daR der Lésungsvektor &; der Eigenvektor zum groften Eigenwert A 42
von AA” mit A% < 1 ist. Der gesuchte Vektor x4 der Standardkoordinaten der Zeilen

ist wegen (3.1)
(3.13) x1 = /n D, "%,.

Nach (2.14), (3.1) und (3.4) wird

=

(3.14) y; = Ds?AE;.
)\1

SchlieBlich lassen sich (3.13) und (3.14) unter Verwendung von (3.4) zusammenfas-

sen, so dafi

(3.15) yq %QJN'& und analog
1

ToNys.

3.16
(3.16) x4 D

Damit ist die Aufgabe geldst. Die Inhalte der Zahlentafel lassen sich nun unter Ver-
wendung der Standardkoordinaten x4 und y4 im eindimensionalen Raum, d.h. auf

einer Geraden, darstellen.

Fur die Darstellung der Zeilen und Spalten im zweidimensionalen Raum bendtigt
man einen weiteren Satz von Standardkoordinaten. Analog zu (3.13) findet man den
Vektor x, der Standardkoordinaten, indem man fur &, den zugehdrigen Eigenvektor
zum zweitgroRten Eigenwert A,” von AA” einsetzt, wobei wiederum der Eigenwert der
Grolke Eins unberlcksichtigt bleibt. Flr eine Darstellung im dreidimensionalen Raum

wird man entsprechend den Eigenvektor zum drittgro3ten Eigenwert nehmen, usw.

Werden alle r zu A; > 0 gehorigen Eigenvektoren auf diese Weise verwendet, spricht
man von einer kompletten Losung, werden nur k < r Eigenvektoren verwendet, von
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einer verklrzten Lésung. Die Glte einer verkirzten Lésung gegeniber der komplet-

ten wird angegeben durch

A2+ .+ A2
M2+ .+ N2

317 T =
Ergibt sich fur I ein ubefriedigend kleiner Wert, so ist die Analyse praktisch mif3-
gluckt.

4. Zusammenfassung

(a) Bestimmung der Zeilensummen, der Spaltensummen und der Gesamtsumme der
in N enthaltenen Objekte

(b) Bildung der Diagonalmatrizen D, und Ds

(c) Bildung der Matrix A = D, /°ND, "2

(d) Eigenwertzerlegung der Matrix AA’

(e) Ermittlung des zum gréften Eigenwert A1 < 1 gehdrigen Eigenvektors &,

(f) Bildung der gesuchten Koordinaten x; = v/n D, "%,
(g) Bildung der gesuchten Koordinaten y; = %QJN‘&
1

(h) Ggf. Wiederholung der Schritte (e) — (g) fur weitere k Koordinaten, wobei in (e)
der zum k.-groRten Eigenwert A¢ gehdrige Eigenvektors & zu wahlen ist

A2+ .+ AP
A2+ .+ AP

(i) Bestimmung der Gute der Anpassung I =

5. Beispiel

Gegeben ist folgende Ausgangsdaten (,Farbpyramidentest®, fiktives Beispiel nach
Lienert):

| — ausge-| Il —sensitiv| Il —impul- IV - be-

wogen siv herrscht

gelb 48 18 10 8
griin 21 31 10 9
rot 6 8 14 6
blau 14 9 11 27
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N =
48 18 10 8
21 31 10 9
6 8 14 6
14 9 11 27
Bestimmung von D, und Dg:
Dz =
84 0 0 0
0 71 0 0
0 0 34 0
0 0 0 61
Ds =
89 0 0 0
0 66 0 0
0 0 45 0
0 0 0 50

Berechnung von A = D, ’NDs "2 nach (3.4)

A =
0. 5551 0. 2417 0. 1627 0.1234
0. 2642 0. 4529 0.1769 0. 1511
0. 1091 0. 1689 0. 3579 0. 1455
0. 1900 0. 1418 0. 2100 0. 4889

Bildung von AA’

A*A =
0. 4083 0. 3036 0.1776 0.2343
0. 3036 0. 3290 0. 1906 0. 2254
0.1776 0. 1906 0. 1897 0. 1910
0.2343 0. 2254 0. 1910 0. 3393
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0. 3074
-0. 6019
0.6992
- 0. 2333

0. 0400

-0. 4834
0. 5442
0. 5398

-0. 4229

0.0732

-0. 5796
- 0. 2400
0. 2894
0. 7230

0. 1531

Bestimmung von x4 und x2 nach (3.13)

- 0. 9998
- 0. 4504
0. 7848
1. 4637

- 0. 8339
1.0211
1. 4638

- 0. 8561

Bestimmung von y1 und y, nach (3.15)

- 0. 9260
-0. 4843
0. 7147
1. 6445

- 0. 9045
1.1561
1. 0632

-0. 8730

0. 5797
0. 5329
0. 3688
0. 4940
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Berechnung der Glite der Anpassung (Gesamt, 1. Achse, 2. Achse)

G =

0. 8500
Gl =

0. 5750
& =

0. 2750

Graphische Darstellung

"Farbpyramidentest” - Ergebnis der optimalen Skalierung

1,50 4

1,00
|V - beherrscht =| —ausgewogen
* blau * gelb
0,50
00
2,00 1,50 1,00 0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00
-0,50
. . -1,00 § (]
® |1l — impulsiv ¢grun
m || — sensitiv
* rot 150

-2,00 -

Hinweis: Die Berechnung der Koordinaten und die graphische Ausgabe wurden mit
unterschiedlichen Programmen durchgefihrt. Aus diesem Grund kommt es zu einer
-Klappung® der Achsen in der graphischen Ausgabe gegenuber der Berechnung der

Koordinaten.
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